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1 Produto Interno
O conceito de produto escalar pode ser estendido a certos espacos de fungoes.

Seja V = C%a,b]. A fungao que associa a cada par ordenado de fungoes f e g em V,
o escalar

(f.g) = / F(0)g(t)dt

¢é chamada de produto escalar ou interno em V
Por exemplo, se f(t) =t,g(t) = e' € C°[0,1], entao

1 1
—/ etdt = 1.
0 0

O produto interno satisfaz as seguintes propriedades, que sao analogas as do produto

escalar em R":

(a) Para todos os fi, fa, 9 € V, {f1 + f2,9) = {f1,9) + (fe, 9);
(

1
(f,g9) = / teldt = te'
0

b) Para todos os f,g € V e todo escalar a, (af, g) = a(f, g);
(c) Para todos os f,g € V, (f,g9) = (9, f)-
(d) Paratodo feV,f+#0, (f f)>0.

Vamos provar as propriedades de (a) a (d) acima. Sejam f,g,h € C°a,b] e @ um

escalar.
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(a) (f+g,h) = [P(f(t) + g)h(t)dt = [ F&)R(E)dt + [ g()h(t)dt = (f, h) + (g, h).
(b) {af,g) = [Laft)gt)dt = [0 f(t)g(t)dt = a (f,g).
g9y = [P f(t)g(t)dt = [ g(t) f(t)dt = (g, ).

(d) Se f # 0, entao, como f é continua, existe um subintervalo de [a,b], onde f? é limi-

tada inferiormente por um nimero maior do que zero. Assim, (f, f) = f (f(t))%dt >
0.

Seja V. = CP%a,b] o espaco vetorial das fungdes reais continuas por partes
f :]a,b] — R. Definindo

b
(f,g) = / f(t)g(t)dt, para todas as funcoes f,g € CP°[a, b]

temos um produto interno se considerarmos idénticas duas fungoes que diferem uma da
outra apenas em um numero finito de pontos. Também neste caso sao validas as pro-
priedades de (a) a (d) acima. A demonstracao é semelhante, por isso, deixamos como
exercicio para o leitor.

Usando as propriedades (a) a (d) acima podemos provar outras propriedades.
Seja V = CP°[a, b] um espaco vetorial de funcdes com produto interno. Sdo vélidas as
seguintes propriedades:

(e) Para todos os f,g1,92 €V, {f, 1 + g2) = (f, 91) + ([, 92);
(f) Para todos os f,g € V e todo escalar «, (f,ag) = a (f,g);
(g) {f, f) =0 se, e somente se, f = 0;

Vamos provar as propriedades de (e) a (g) usando as propriedades de (a) a (d). Sejam
fr91,92 € V=CPa,b] e & um escalar.

(e) (fyg1+g2) = g1+ g2, f) = (g1, f) + (92, [) = {f, 91) + ([, 92);

(f) {f,ag) ={ag, f) =alg. f) = alyg, [) = a ([, g);
(g) Se f # 0, entao pela defini¢ao de produto interno, (f, f) > 0. Se f = 0, entao
(0,0) = (a0,0) = a(0,0), para todo escalar a. O que implica que (0, O> = 0.



1.1 Norma

Assim como o produto escalar pode ser estendido ao R™ e a certos espacos de funcoes, a
no¢ao de norma ou comprimento de um vetor pode ser estendida ao R" e a espacos de
fungoes onde esteja definido um produto interno.

Definiciao 1. Seja V = CPa,b]. Para todo vetor f € V, definimos a norma de f
denotada por || f|| como sendo

A1l = V£ -

Exemplo 1. Sejam f(t) =1, g(t) =t e h(t) = coswt. Entao

o IFIP=(f, f) = [1 1dt = 2. Assim, ||f]| = /{F, [) = V2.
11 =2/3. Assim, ||g|| = /{9, 9) = \/2/3.

1 3
o |gIl>=(g,9)= [ At =%

™

+

—T

! I I 1
. ||h||2:<h,h>:/1cos27rtdt:%/ COS2SdS:%/ (1+00828)d82%<8

1 by
iseHQS) ) =1. Assim, ||| = /(0 B) = 1.

Proposicao 1. Seja V= CP"[a,b].
(a) Para todo f €V, ||f|| >0 e||f|| =0 se, e somente se, f =0;
(b) Para todo vetor f € V e para todo escalar o, ||af|| = |a || fl];

(¢) Para todos os vetores f,g € V, |(f,g)| < ||fll|lg]| (Desigualdade de Cauchy-
Schwarz);

(d) Para todos os vetores f,g € V, ||f + gl| < ||f|| + llgl| (Desigualdade triangular);

Demonstracao. (a) Decorre das propriedades (d) e (g) do produto interno.



(b) flecf[| = VAafsef) = Va2 (f, f) = lal/ (S, £) = lal|I]]

(¢) A norma de f+ A\g é maior ou igual a zero, para qualquer escalar \. Assim,

0 <I|If+ Mgl = (f + Xg, [+ Ag) = [IFII> + 22 ([, 9) + N|lgl* = p(N).

Temos um polinomio do segundo grau que é maior ou igual a zero para todo A. Isto
implica que

A =4((f.9)* = 4llfIllgll* < 0.
Logo, [{f,g) | < I ]gll

(d) Pelo item anterior temos que

f+9lP = (F+g.f+a9) =1+ {9+ (9 f)+ {99
LFI1Z 4+ 2(f ) + llg]?

LA+ 21 (f> 9) | + llgl?

A2+ 2[1f1H gl + gl

(ILFI1+ Hglh?;

Tomando a raiz quadrada, segue o resultado.

VAN VANRVAN

2 Ortogonalidade

Vamos, agora, estender ao espacgo CPO[a, b] o conceito de ortogonalidade.

Definigio 2. Seja V = CP°[a,b]. Dizemos que um subconjunto nio vazio X de V é
ortogonal se para todo par f e g de elementos distintos de X, (f,g) = 0. Neste caso
dizemos que os elementos de X’ sao ortogonais.

Exemplo 2. Seja L um niimero real maior que zero. Seja V = CPY[—L, L] o conjunto
das fungdes continuas por partes do intervalo [— L, L] em R com o produto interno definido
por

(fig) = /L f(t)g(t)dt.



Vamos mostrar que o conjunto

(1 mt mt 27t 2rt nmt nmt )
€OS —, sen —, CoS —, Sen —, ..., CoS —, Sen —, . ..

) L ) L Y L Y L ) ) L ) L )

é ortogonal. Como as func¢oes do conjunto, exceto a primeira, sao fungoes cujas primitivas
sao periddicas de periodo igual a 2L/n, entao a integral de —L a L destas fungoes é igual

a zero e portanto elas sao ortogonais a funcao constante 1.

nmt mrt L nwt mmt L [7
oS —, sen —— = cos —sen —dt = — cos ns sen msds
L L _I L L T

L ™
= o [sen (m +n)s + sen (m —n)slds = 0
m

—Tr

Para m # n temos que

nmt mrt L nmt mmt L T
cos 7 coS =) = coS 7 cos —dt = cosSns cos msds

-L L T J_ .
L T
= o [cos(m + n)s + cos(m — n)s|ds
T
= (m+n)s| +—— (m—n)s|” =0
= —sen(m-+n)s — sen(m —mn)s =
2m(m +n) —x 27(m —n) N
nmt mrt / L nmt mt J — L / g J
sen ——, sen —— = sen —sen —— — sennssen msds
L’ L . L I T )
L iy
= 5 [— cos(m 4+ n)s + cos(m — n)slds = 0
T

Exemplo 3. Seja L um niimero real maior que zero. Seja V = CP°[0, L] o conjunto das
fungoes continuas por partes do intervalo [0, L] em R com o produto interno definido por

/ 70

7t 27t nmt 7t 27t nmt
{1,cosf,cosf,... .} oe {senf,senf, . ,senT,...}

sao ortogonais.

t L t L [T L m
<1, cos E> = / cos %dt = — / cosnsds = —senns| =0
0 0

L nm 0

Vamos mostrar que os conjuntos



Para m # n temos que

nrt mmt L nrt mmt L [™
COS —,C08 —— ) = cos — cos ——dt = — cos n.s cos msds
L L 0 L L T Jo

L ™

= — [ [cos(m +n)s+ cos(m — n)s|ds
2m Jo

" —sen (m + m)s| 4+ o —son (m — m)s|| =0

= —sen(m+n)s ——sen(m —n)s| =

2w (m + n) o 2m(m—n) 0 ’
nrt mmt L nmt  mmt L [T
sen —,sen — ) = sen —sen —dt = — senns sen msds
L L 0 L L T Jo

L ™

= — [ [—cos(m+n)s+ cos(m —n)s|ds =0
21 Jo

3 Convergéncia

Podemos estender a CP°[a, b] o conceito de convergéncia de seqiiéncia de niimeros reais.

Definicao 3. Uma seqiiéncia de funcoes {fn} = {fo, f1, f2,-- -+ fms ...} de V. = CP°[a, b]
converge para um vetor f de V se

i ||~ £ = 0.

Neste caso escrevemos lim f,, = f.
m—0o0

Proposicao 2. Se uma seqiiéncia de vetores {fn} de V. = CP°[a,b] converge para uma
fungao f de 'V, entdo esta funcdao € unica a menos dos seus valores em um numero finito
de pontos.

Demonstracao. Vamos supor que lim f,, = f e lim f,, = g, entao pela desigualdade

triangular (Proposicao 1 na pagina 3) temos que

Passando ao limite obtemos que ||f — g|| = 0 o que implica que f = g a menos de um
nimero finito de pontos. O



Proposicao 3. Se uma seqiiéncia de vetores {fn} de V.= CP°[a,b] converge para uma
funcao f de V, entao para todo vetor g de V a seqiéncia de nimeros reais {(fm,g)}
converge para {f,g). Ou seja, se lim f,, = f, entao

Jm (g} = Jim, f5).

Demonstracao. Seja f = lim f,,. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (Proposicao

1 na pédgina 3), temos que

| (fm:9) = (L0 | = [ (fo = £ 90 | < I = flIllgI]-

Passando ao limite obtemos que lim |(f,,g) — (f,g)| = 0. O que implica que lim =

(f.9)- 0

Definicao 4. Uma série de vetores Z fim de V = CP°a, b] converge para uma funcio
m=0

f de V se o limite da seqiiéncia das somas parciais converge para f, ou seja,

n=0

O seguinte resultado é uma conseqiiéncia imediata da Proposicao 2.

o0

Corolario 4. Se uma série de vetores Z fin de V = CP°[a,b] converge para uma funcdo
m=0

f de'V, entao, para toda funcao g de V,

i <fmvg> = <i fmvg> .

m=0




Proposicao 5. Seja V = CP°a,b|, o espaco das funcdes continuas por partes no inter-

valo [a,b]. Seja {90, 91,92, Gn,---} um subconjunto de V de vetores ortogonais nao
nulos. Se .
f = Z CmGm,
m=0
entao
Cm = L, gm) param =0,1,2,...

Demonstracao. Seja f = Zcmgm. Fazendo o produto escalar de f com g,, para
m=0
n=20,1,2..., obtemos que

<fa gn> = <Z Cmgm7gn> = Z Cm <gmagn> - Cn||gn||2a
m=0 m=0

pois como os vetores g,, sao ortogonais (gm, gn) = 0, se m # n. Assim,

<f7 gn>

Chn =11, paran=20,1,2...
[lgnll?

4 Séries de Fourier

Exemplo 4. Seja L um nimero real maior que zero. Seja V = CP°[0, L] o conjunto das
fungoes continuas por partes do intervalo [0, L] em R com o produto interno definido por

(f.g) = /0 f(t)g(t)dt.

J& mostramos no Exemplo 3 que o conjunto

mt 27t nmt
{1, cos 008 s, CO8



é ortogonal. Vamos calcular as normas dos seus elementos.

(1,1) = /OLdt:L

t t L t L [" L [T
<cosn%,cosn%> = /0(:052mLT dt:—/o COSQTLSdSZ%/O [1 4 cos2ns|ds = L/2

™

Assim, para toda funcdo f € CP°[0, L] que possa ser escrita como a série

o
ap mmt
==+ Ay COS ——,
2 mzzl " L

teremos que os coeficientes da série serao dados por

f,cosm”t 2 L mrt
= oagp = 1 ) SO T pwam =012
L

Exemplo 5. Seja L um nimero real maior que zero. Seja V = CP°[0, L] o conjunto das
fungoes continuas por partes do intervalo [0, L] em R com o produto interno definido por

(f.9) = / F(Hg()dt

J& mostramos no FExemplo 3 que o conjunto

mt 2mt nmt
{sen —, sen — ...,senT,...}

L’ L’

¢é ortogonal. Vamos calcular as normas dos seus elementos.

t t L t L (7 L ("
sen ﬂ,sen AL / sen? "0 gt — / sen’nsds = —/ [1 — cos2nslds = L/2
L L 0 L T Jo 2w Jo

Assim, para toda funcao f € CP°[0, L] que possa ser escrita como a série

Z b,sen m_7rt

teremos que os coeficientes da série serao dados por

sen 2t 2 [* t
b, = Ui:z/ f(t)senmdt, param =1,2,...
0

|[sen 2L |2 L



Exemplo 6. Seja L um ntimero real maior que zero. Seja V = CP°[—L, L] o conjunto
das fungoes continuas por partes do intervalo [—L, L] em R com o produto interno definido
por

L
o) = | st

~L

J& mostramos no Exemplo 2 que o conjunto

7t mt 27t 2mt nmt nmt
sen —, cos —, sen SRR ,COS —, sen S 3

1 _
{1, cos 7, sen -7 I L

é ortogonal. Vamos calcular as normas dos seus elementos.

1) = /Ldt:2L

—L

nmt nmt Lo ot L m ., L [T
<COS 708 > /_L cos” — dt 7r/ cos” nsds o /_W[ + cos 2ns|ds

—Tr

t t L t L (" L ("
sen ﬂ, sen 0N — / sen? gt — = / sen’nsds = — / [1 —cos2nslds = L
L L I L T 2 J_.

—T

Assim, para toda funcdo f € CP°[—L, L] que possa ser escrita como a série
Qg > mmt > mrt
f(t) = 5} + mzlam cos —— +mzlbmsen N

teremos que os coeficientes da série serao dados por

f, cos Tt 1 [F mmt
T _
f, sen mt 1 [t mmt
bm = <||86117m—7rt[/||2 = Z /L f(t)sen Tdt, para m = 17 27 s (2)
T _

As séries dadas no Exemplo 6 sao chamadas de Séries de Fourier, as do Exemplo
4 de Séries de Fourier de cossenos e as do Exemplo 5 de Séries de Fourier de
senos. Elas aparecem no estudo de certas equacgoes diferenciais. Na Proposicao 5 fizemos

o0

a suposicao de que a série Z CmGm convergia para a funcao f. Vamos considerar o
m=0

problema inverso. Dada uma funcio f € CP°[—L, L] podemos calcular os coeficientes

A € by, usando (1) e (2) e nos perguntar se a série obtida converge ou nao. O teorema

10



seguinte, cuja demonstragao pode ser encontrada por exemplo em [3], afirma que para
toda fungao f continua por partes em [—L, L], a série de Fourier de f converge.

Teorema 6. Seja L um niumero real maior que zero. Para toda fungdao f pertecente ao
espago das fungées continuas por partes, CP°|—L, L], a série de Fourier de f

%—l-mz::lamcos——i-mesen
em que
1 [F t
Ay, = z/_Lf(t)cos%dt para m=0,1,2,...

I t
by, = Z/Lf(t)senm%dt, param=1,2,...

1

converge para f na norma ||f|| = <f_LL(f(t))2dt> ’

Se uma funcdo f € CP[—L, L] é par, isto é, f(—t) = f(t), para todo t € [~L, L], e
pode ser escrita como a série

- t — t
= % —l—mzﬂamcos% —i-mzﬂbmsen%,
entao os coeficientes obtidos no Exemplo 6 sao dados por:
1 [t t
Ay, = —/ f(t) COSﬂdt / f(t) cos % t, param=0,1,2,...
L),
1 (-
by = E/Lf(t)senm%dt =0 param=12...

ou seja, os coeficientes b, sao iguais a zero e os a,, sao iguais aos dados no Exemplo 4.
Analogamente, se uma funcdo f € CP°[—L, L] é impar, isto é, f(—t) = f(t), para
todo t € [—L, L], e pode ser escrita como a série

= R t
= %—}—mz::lamcosm% +m2::lbmsenm%,

11



entao os coeficientes obtidos no Exemplo 6 sao dados por:

1 [r t
Ay = —/ f(t)cos%dtzO param=0,1,2,...

mmt

L
t
by, = / f(t)sen —dt / f(t)sen mTﬂdt, param=1,2,...
0

ou seja, os coeficientes a,, sao iguais a zero e os b,, sao iguais aos dados no Exemplo 5.
Para as funcoes f que sdo continuas por partes em [0, L] podemos prolonga-las de
forma que elas se tornem par ou impar no intervalo [—L, L] (verifique!). Assim, segue
da obsevacao que fizemos anteriormente, que as séries de Fourier de cossenos e de senos
de f sao séries de Fourier dos prolongamentos par e impar de f, respectivamente. Este
raciocinio estende o resultado anterior para séries de Fourier de senos e de cossenos.

Corolario 7. Seja L um nimero real maior que zero. Para toda funcgao [ pertecente ao
espago das funcées continuas por partes, CP°[0, L], as séries de Fourier de cossenos de f

mﬂt
—|— Z Q,, COS ——

e de Fourier de senos de f

Z b,sen m_7rt

em que
2 [t t
Ay, = Z/o f(t)cos%dt para m=0,1,2,...

2 [t t
b, = Z/o f(t)sen%dt, param=1,2,...

1

convergem para f na norma ||f|| = (fOL(f(t))2dt> ’

Exemplo 7. Seja L um numero real maior que zero. Considere a fungao f 6(2) :[0,L] - R
dada por

<t<
f(o)( t) = { L, sech<t<dl, para c e d fixos satisfazendo 0 < c < d < 1.

0, caso contrario,

12



y y y
1 1 1 ANWAN
05 05 05
0 X 0 X 0 X
0 0.5 1 0 05 1 0 05 1
y y y
1 NN . N N ! NN
05 05 05
0 Y, VA" 0 vy 7% 0 v 7%
0 05 1 0 0.5 1 0 05 1

Figura 1: A funcao f :[0,1] — R definida por f(t) =1, set € [1/4,3/4] e f(t) = 0, caso
contrario e as somas parciais da série de Fourier de cossenos de f, paran = 0,2, 6, 10, 14, 18

/. . 0 ;.
Vamos calcular as séries de Fourier de senos e de cossenos de f C(d). Para a série de cossenos
temos que

2 dL 2 dL
@ = 2 f(t)dt:—/ dt = 2(d — o),

L cL L L
2 [dE mmt 2 [dF mmnt 2 mmd
Un = T . f(t )COSTﬂ-dt L/CL cosTﬂdt —sens| param =1,2,...
Assim a série de Fourier de cossenos de f é
f(o) + Z (d—c) + 2 i senmmd — sen mmc mrt
(m, cos 2 _(d—¢) 4 2 cos )
s m L

m=1

, . . ~ . 0
Observe que a série de Fourier de cossenos da funcao constante igual a 1, fél), tem somente
o primeiro termo diferente de zero que é igual a 1.

13



0.5 0.5 0.5
0 S 0 5 0 T
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
Y YA Y]
\VARV/
0.5 0.5 0.5
0 X 0 \Vi \/ x 0 X
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2: A funcao f :[0,1] — R definida por f(t) =1, set € [1/4,3/4] e f(t) = 0, caso
contrario e as somas parciais da série de Fourier de senos de f, paran=1,...,6

Para a série de senos temos que para m = 1,2, ...,
2 dL

¢ 2 dL t 2 mrd
bm = T/, f(t)sen %dt =7 /CL sen %dt =—___coss|

. . . 0) .
Assim, a série de Fourier de senos de f (fd) ¢ dada por

f(o) (t) i b mmt 2 i cosmme — cosmmd mmnt
- mSeIl —— = — sen
cd — I T m 7

m=1

~ . 0 , . ~ . .
Observe que para a funcao constante igual a 1, fél) os termos de indice par sao iguais a
- 0) 4
zero e neste caso a série de senos de fél) ¢ dada por

o0

(0) 4 1 (2m—1)7rt
t)=—
Jor () W%Qm—lsen I

14



15; 15( 15(
N N /N . JAN /\
0.5 0.5 0.5
0 X 0 X 0 X
0 0.5 1 0 05 1 0 0.5 1
15) v 15( v 15[ y
T AN Al A
05 05 05
0 X 0 X 0 X
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 3: A funcao f(t) =1 em [0, 1] e as somas parciais da série de Fourier de senos de
f,paran=1,3,5,7,9,11

Exemplo 8. Considere a fungao fc(;) : [0, L] — R dada por

<t <
(1)(15) = { t, secl<t<dl, para c e d fixos satisfazendo 0 < ¢ < d < 1.

Jea 0, caso contrario,

s . 1 s
Vamos calcular as séries de Fourier de senos e de cossenos de f c(d). Para a série de cossenos
temos que

2) dL 9 dL ) )

c L
9 dL + 9 dL ¢ 2L, mmd
W = T . f(t) cos %dt = Z/L t cos m;/r dt = 0 / s cos sds
2L mnd
= —5— (ssens+ coss)
meTm mmc

15



y y y
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0 X 0 X 0 X
02 05 1 %%, 05 1 %%, 05 1

Figura 4: A funcao f(t) = t em [0, 1] e somas parciais da série de Fourier de cossenos
paran =20,1,3

Assim a série de Fourier de cossenos de f é

mmnd

Ld2 2y oL & (ssen s + cos s) "
) +Zamcos _ - _QZ mre ¢ o5 10

T m2 L

m=1
Observe que para a funcao fc; (t) =t, para0 <t <1, éi), os termos de indice par sao
iguais a zero e neste caso a série de cossenos de féi) ¢é dada por

L 4L & 1 (2m — 1)7t

(1)
t)==—-—

Para a série de senos temos que para m = 1,2, ...,

by = — f(t)sen T g = / tsen L0 gt = / ssen sds

L /. L L/, L m2m? J e
2L mmnd
= —— (—scoss+sens)
m2m? mmc

. so. . 1) .,
Assim, a série de Fourier de senos de f(fd) ¢ dada por

mmnd
o0 o (—scoss+sens)
1)/ mmt 2L ( e mmt
Lo (&) = mz_lbmsenT = szzl — sen—

Observe que para a funcao f(t) =t¢, para 0 <t <1, féi), temos que
2L —1)mHar
by, = — (—cosmm) = =)™rer

mm mm



0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0 0 0 2
-0.2 -0.2 -0.2
05 05 05 1
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0 0 0 2
-0.2 -0.2 -0.2
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Figura 5: A funcao f(t) =t em [0, 1] e as somas parciais da série de Fourier de senos de
f,paran=1,...,6

- 1) .,
e neste caso a série de cossenos de fél) ¢ dada por

mSen —— = — sen
T m L
m=1

mat 2L <= (—1)™"'  mmt
for (¢ Zb

Com os coeficientes das fungoes destes dois exemplos podemos determinar as séries de
Fourier de varias fungoes que sao combinacoes lineares delas. Isto por que os coeficientes
das séries dependem linearmente das fungoes, ou seja,

am(af + B9) = aan(f) + Bam(g) e am(af + 59) = aan(f) + Ban(g).

Por exemplo, a funcao
(1) = t, se0<t<LJ/2
| L—t, selL/2<t<L

pode ser escrita como 0 0
0 1
f= f L/2+LfL/2L_fL/2L'
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Assim os coeficientes a,, e b,, podem ser calculados como

am(f) = am<félL)/2) + Lam(fg})n) - am(fl(/l/)ZL)
(1) = bulFyise) + LonlF{ 1) = bulf1) 1)

Coeficientes das Séries de Fourier de Fungoes Elementares
2 [ mmt 2 [ mmt
10, L R Ay = — tycos —dt | b, = — t)sen ——dt
ro0.1] - - [ eos™ 2 sen™
(0) 1, secL <t<dL ag = 2(d—c) ) mmd
fog ) = .. 9 mmd by, = —==c0S §
¢ 0, caso contrério Um = ——Sens mm mme
ap = L(d* — ¢?) .
(1) t, secL <t<dL Qo = m =
fed (1) = 0, caso contrario " mmd 2L (—scoss + sens) e
’ 2L (ssens + cos s) mAm? e
Y Y Y
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0 X 0 X 0 X
-0.2 -0.2 -0.2
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 6: A funcdo f : [0,1] — R, dada por f(t) =tset € [0,1/2] e f(t) =1 —1t se
t € [1/2,1] e somas parciais da série de Fourier de cossenos para n = 0,2,6

)
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y i %
0.8 0.8 0.8
06 0.6 06
0.4 0.4 04
0.2 0.2 0.2
0 > 0 > 0 >
02y 05 1 %P 05 1 %% 0.5 1

Figura 7: A funcao f : [0,1] — R, dada por f(t) =tset € [0,1/2] e f(t) =1 —1t se
t € [1/2,1] e somas parciais da série de Fourier de cossenos paran = 1,3,5

Exercicios Numéricos
Ache as séries de Fourier de senos e de cossenos das funcoes dadas:

0, se0<z<L/2,
L. f(x)_{l, se L/2<x<L,

1, se L/4 < < 3L/4,

caso contrario,

(0, se0<z<L/2
3. f(x>_{t, se L/2<x<L,

| =, se0<x<L/2
4. f<x)_{L—x, se L/2<xz<L

z, se0<z<L/4

5. f(z)=<¢ L/4, seL/4<xz<3L/4
L—z, se3L/A<zx<L

Respostas dos Exercicios

1 2 N senZt mnx
1 f(:v):§—;2 m2 cos —
m=1
2 o= cos 2 — (=1)™  mnx
f(:v)—;z p- sen —
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1 2 & sen 32T _ gen T mmx
2. =4 — 4 4 }
f(x) 2+7Tm221 - cos —
2 . cos ’T — COoS 37;” MTL
T) = — sen
f() WmZ — 7
3L 2L & cosmm — cos M MTgap M
T m
m=1
2L & TE cos "5 — mir cos mT — sen “gF MTL
T) = — sen
flw) == mZ — 7
L 20 XK 2cos™ —1—(=1)"  mnx
4. f(:c):z—i—pmzzzl — cos —
4], & Sen”; MTL
T) = — sen
3L 2L K cos ™ 4 ocos 3T ] — (—1)™
5. f<m>:1_6+ﬁ 4 7;412 (=1) Cosmzx.
2L sen%—i—sen?”%’r mmnx
flx) = szl — sen —

Comandos do MATLAB:

>> V(i)=[] elimina a componente i do vetor V.

>> syms t diz ao MATLAB que a variavel t é uma varidvel simbdlica.

>> f=expr define uma funcao através da expr que deve ser uma expressao na variavel
simbdlica t definida anteriormente.

Comandos do pacote GAAL:

>>proj(g,f,a,b) calcula

o0~ (| 10 0
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Por exemplo: >>proj(cos(5*pi*t),f,-pi,pi) calcula

<f7r (cos(157rt))2dt /7r COS(57Tt)f(t)dt> cos(brt) =
- (2i /7r cos(57rt)f(t)dt) cos(Hmt)

T™J %

= ajcos(brt).

>>plotfproj(f,proj,a,b) desenha as fungoes f e proj(k), para k variando de 1 até o
tamanho do vetor proj, no intervalo [a,b].

y y y
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0 X 0 X 0 X
02 05 1 %%, 05 1 %P, 05 1

Figura 8: A fungao f : [0,1] — R definida por f(t) = ¢, se t € [0,1/4], f(t) = 1/4, se
te[1/4,3/4] e f(t) =1—t,set € [3/4,1] e somas parciais da série de Fourier de cossenos
paran =0,1,2
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y
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0 % 0 0
0.2 -0.2 -0.2

0.5

0.5

0.5

Figura 9: A fungao f : [0,1] — R definida por f(t) = ¢, se t € [0,1/4], f(t) = 1/4, se
t€[1/4,3/4] e f(t) =1 —1,set € [3/4,1] e somas parciais da série de Fourier de senos
paran =1,3,5

Y
1 1 _ VN
0.5 0.5 0.5
0 X 0 X 0 X
0 0.5 1 0.5 1 0 0.5 1
y
1 N 1 o 1 ~S
0.5 0.5 0.5
0 X 0 X 0 \ X
0 0.5 1 0.5 1 0 0.5 1

Figura 10: A funcao f : [0,1] — R definida por f(t) =1, set € [1/2,1] e f(t) = 0, caso
contrario e as somas parciais da série de Fourier de cossenos de f, paran =0,1,3,5,7,9
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Y Y y
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 X 0 X 0 X
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
Y y Yy
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 X 0 \/ X 0 X
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 11: A funcdo f : [0,1] — R definida por f(¢) =1,set € [1/2,1] e f(t

) = 0, caso
contrario e as somas parciais da série de Fourier de senos de f, paran =1,2,3,5,

0,
6,7
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i y !
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
02 0.2 0.2
0 5 0 5 0 5
-02 -0.2 -0.2
0 05 1 0 05 1 0 05 1
y i y
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
02 0.2 0.2
0 5 0 5 0 5
-0.2 -0.2 -0.2
0 05 1 0 05 1 0 05 1

Figura 12: A fungao f : [0,1] — R definida por f(t) =t,set € [1/2,1] e f(t) = 0, caso
contrario e as somas parciais da série de Fourier de cossenos de f, paran =0,1,2,3,5,6
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i y !
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
02 0.2 0.2
0 x 0 X 0 X
-02 -0.2 -0.2
0 05 1 0 05 1 0 05 1
y i y
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
02 0.2 0.2
0 2 0 2 0 2
-0.2 -0.2 -0.2
0 05 1 0 05 1 0 05 1

Figura 13: A fungao f : [0,1] — R definida por f(t) =t,set € [1/2,1] e f(t) = 0, caso
contrario e as somas parciais da série de Fourier de senos de f, paran =1,2,3,4,5,6

~
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