Lista 1 - Métodos Matematicos II
Respostas

Prof. Jorge Delgado

Importante: As resolucdes nao pretendem ser completas mas apenas uma indicacao para o aluno consul-

tar caso seja necessario, cabendo a ele fornecer os detalhes dos raciocinios e os calculos intermediarios.

1. Calcule:
3. 5 2+i\%. o -
@a+20% by ©(S5y) 5 @a-Dmeasin,

Solucgdo.

(d) Todo nimero natural n se escreve como 4k ou 4k + 1 ou 4k + 2
ou 4k + 3, pois a divisao de n por 4 da quociente k € N e 0s possiveis
restos sao 0, 1, 2 ou 3.

Como

1-)*=[(1-1)2%)12=[1-2i+i%]?=—-4
e

1+D)*=[(1+1)°21%=[1+2i+i%)%2 = -4,
temos:

e paran = 4k, k € N:

(1-D)* 4+ 1 +)**=[(1 -0+ [(1 +i)*]* = 2(—4)k = (—1)k22k+1,
eparan =4k + 1,k € N:

(1 =D+ A+ ) = (1-D**Q-1)+ 1 +1D)*A +1)
(=1 —10) + (1 +1)]

— 2(_4)k — (_1)k22k+1.

eparan =4k + 2,k € N:
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(1 -2 4 (1 +1)4%+2 = (1 -1 -1)2+ (1 +1)**(1 +1)?
= (DA -2+ 1 +1D)?]
= (DA -2i+i%) + (1 +2i+1i%)]
= (-4dk-0=0.

eparan =4k + 3,k € N:

(1 =) 4 (1 +1)4%+3 = (1 -2 -1)3+ (1 +0)**(1 +1)3
(D1 -1 -9+ 1+ D)1 +1)]
(=D [(-20)(1 — 1) + (D) (1 +1)]

= (D200 - 1) + (2D +1)]
(_4)k(_4) — (_4)k+1 — (_1)k22(k+1)_

Portanto,

(—1)k22k+1 " sen =4koun =4k + 1

(I-D"+ (1 +1)" =40, sen =4k + 2

(=1)k22k+1) " ga p = 4k + 3.

. Dado z = x + iy, onde x,y € R, determine a parte real e a parte
imaginaria de

(@) z%; (b)%; (c)jj; @ 2

Z2

Solucgdo.
(a) parte real (x* — 6x2y? + y*), parte imaginaria 4(x3y — xy3);

x2 - y? —2xy

(d) parte real [V parte imaginaria Zie

. Calcule e indique no plano complexo:

@Vi+is 2 VT @iEE e VI

, 6
€ V3;  (@V4vV2+4v2i; (b (“;ﬁ) .

J. Delgado GMA - IME UFF



Lista 1 - Métodos Matemdticos Il Respostas 3
Solucgdo. (7
(g) Seja z = 4+/2 + 4+/2i. Como ' .
. 1+1 Za\
z=4ﬁ1+l=4ﬁﬁ( ) |
( ) 7 | /
1+i T . T T
= _— = —_ —_ [ f/ 0
8(ﬁ> 8(cos4+lsen4), ” SV S
w = ./ tem dois valores w, e w;: b ’
w, = 2\@<cosg +isenT8r>

w, = 2\/§(cosgéT + isengn>.

8

. Calcule as solucoes da equacao

Z2+ (x+if)z+ (y +i6) = 0.

Solucdo.

z, ;((x+iB+\/((x2—32—4y)+i(2(x[3—45)>;

zZ 5

1 X+ if—+/(2 —B2—4y)+i(2x B —49) ).
CEUA )

o z . _ .
. Verifique que os valores de o, paraz=a +ibeparaz =a—1ib

sao conjugados.
Solucdo.

a+1ib

Para z = a + ib temos

1+ a?—-b?+2abi

a-1ib
1+ a?-b?-2abi’

. Calcule o moédulo de:

(@ —2i(3+1)(2+41)(1+1);

Solucgdo.

e, para Z = a — ib temos

(3 +4i)(-1+21)

(=1-1)(3-1)

(B+41)(-1+2i)| _ 3+4il-|-1+2i] _5V5-V5 _ 25 _5/5

L R R TR

. Verifique que:
@ 1+1 1-1

1-1 1+1
Solucdo.

| -1—-1i[- 131

S V2-N100 25 2

=0; b) (z+2)2—(z-2)?=4|z|.

J. Delgado
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10.

11.

b) (z+2)2—(z2-2)2 = (22+422Z+Z°)— (22 -22Z+Z°) = 4zZ = 4|z|?.

. Determine condicdes sobre os coeficientes da equacao az+bz+c = 0,

z € C, para que possua exatamente uma solucdo. Nesse caso, calcule

a solucao.

Solucdo.

A condicao é |a| # |b], e a solucao, nesse caso, é: z = x + iy, onde
X = Y1(B1 — 1) +y2(B2 — &x2) Y1(B2 + o2) — y2(B1 + ot1)

a2 — b2 Y= a2 — b2 ’
sendoa = &1 +ico, b = B +ifrec =y +1iy».

.Sejamz=a+ib,w =c+id € C, w # 0. Mostreque%e[R{se,e

somente se, 4 = 0.

Solucgdo.
5]euzu:)lm(j})=0<:>k;§;fi‘j=0<:>ad—bc=0<:>
a b _ 0

c d

Dé um isomorfismo entre C e o subespaco do espaco das matrizes
a -b - e
2 X 2 da forma ( b a ) que preserve a operacao de multiplicacao.

Solucdo.
Se M é o subespaco das matrizes que tem a forma das matrizes do
enunciado, verifica-se que a aplicacao L : C — M, dada por

L(x+iy):(x —y),
vy X

é um isomorfismo entre espacos vetoriais reais.
Verifica-se que L((x +iy)(u +iv)) = L(x +iy) - L(u + iv).

Calcule o argumento de (i(1 +1i))~L
Solucgdo.

ST

o

J. Delgado GMA - IME UFF
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36
12. Escreva o numero z = (21/9 <COS % + isen E)) na forma a + ib.

Solucdo.
a=-16,b = 0.

13. Determine o namero complexo z tal que arg(z + i) = % e|z| =2.

Solucdo.

(1+V7) +i(-1+7) (1-V7)+i(=1-+7)
z, = > , z, = > .

14. Verifique que se w € C é uma raiz n—ésima nao real da unidade,
entdao 1 + w + w? + - - - + "1 = 0.

Solucdo.
O=w"-1=(w-1D0+w+ w2+ -+ w"}).
Como w # 1, pois w ¢ R, tem-se 1 + w + w? + - - - + w" ! =0.

15. Simplifique
1+cosO+cos20+---+cosn@ e senf +sen20 + ---senno.
Solucdo.

Se 0 = 0 ambas expressoes sao iguais a zero.

Sendo, temos z = cos 0 +isenf # 1 e:

Zn+1_1
l1+z+---+2"= ———
z-1

As expressoes do enunciado sdo, respectivamente, a parte real e a

parte imaginariade 1 + z + - - - + z™. Ou seja, de
zml -1 cos(n+1)0+isen(n+1)0
z-1 cos @ + isen 0
_ (cos(n+1)0—1)(cosO —1) + (sen(n +1)0)(sen 0)
B 2(1 — cos 0)
.(cos(n+1)0 —1)(—sen®) + (sen(n +1)0)(cos0 — 1)
+1
2(1 — cos0)
= [CSCQ Cosn—e senwl)e] +1 [csce senn—e senml)e] .
2 2 2 2 2 2

16. Se w = cos 27” + isen 27”, verifique que:

1+ wk+w?+ -+ wn k=0,

J. Delgado GMA - IME UFF
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17.

18.

19.

20.

onde k é um inteiro qualquer que nao ¢ multiplo de n.
Solucdo.

. 1. ~ 2kt 2kt
Se k € Z ndo ¢ multiplo de n, entdo w* = cos o + lsenT € uma

raiz n—ésima da unidade nao-real. O resultado segue do exercicio 14.

2z +1 2 .
Se f(z) = 3,0 2 + 3 determine f(f(z)).
Solucgdo.
222 +1 L1
Paraz # o, f(2) #3e fUf2) =355 = 221 = z.
3z-2

Determine as partes real e imaginaria de f(z) = } ;2
Solucdo.

1-x2-9y2 B —2y
Ref(@) =gz eI @ =g

Determne as curvas no plano complexo que sao transformadas nas
retas u = a e v = b pela aplicacio w = z°.
regido obtida como imagem por essa aplicacdo do quadrado unitario
Q ={ze C|Re(z),Im(z) € [0,1]}.

Solucgdo.

Como z2 = (x?>—y?)+2xyi, temos que u(x,y) = x>-y?ev(x,y) =
2x7y. Portanto, as curvas de nivel u = a sao hipérboles assintoticas

Determine também a

as retas ¥y = x e y = —x. Também, as curvas de nivel v = b sao
hipérboles assintoticas asretas x = 0e y = 0.
A imagem f(Q) do quadrado unitario é mostrada na figura abaixo.

Yy v
24,
/
/\
i 1+
0 T -1 0 1 u

Mostre que a aplicacdo f(z) = Inz transforma circulos centrados
na origem em retas verticais e retas passando pela origem em retas

J. Delgado GMA - IME UFF
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21.

22.

23.

horizontais.

Solucdo.

Temos f(z) =Inz =In|z| + i0, onde 0 é o argumento de z = |z|e'?.
Assim, os pontos de um circulo de centro O e raio 7, por satisfazer
a equacao |z| = 7, sdo levados por f em f(z) = Inr + i0. Isto é, o
circulo todo é levado na vertical u = In7.

Analogamente, 0s numeros complexos numa reta pela origem podem
ser escritos na forma re' variando » e mantendo 0 € [0, 27) fixo.
Aplicando f a tais complexos obtemos numeros da forma Inv» + i0,
com 0 fixo, que pertencem a reta horizontal v = 0.

Determine a imagem da reta Im(z) = O pela aplicacdo f(z) = 1 ; Z
definida para z # i.
Solucgdo.
SeImz =0,entao z =x € R, e
Flx) = 1-ix _ (1-ix)®  1-2ix-x*_1-x* 2ix
S 1l+ix 14+x2 0 14x2 14x2 1+x?%
Como (1 _x2> +( 21X >2 = 1, vemos que a imagem daretalm(z) =
1+ x2 1+x2) 7 q & -
0 pela aplicacao f é o circulo unitario retirando o ponto —1, pois
.1 —x?
xllgloo 1+x2 -1
Determine a imagem da reta Re(z) = 0 pela aplicacdo f(z) = ilz

definida para z # —i.
Solucdo.
.oy i—iy 1=y _ .
Temos que f(iy) = itiy 149 v # —1. Portanto, a imagem
dareta Re(z) = 0 é aretaIm(z) = 0 omitindo —1:
fize C—{-i}|Re(z) =0} ={zeC-{-1}|Im(z) = 0}.

- . . Z
Prove que nao existe hng >
Z—V

Solucdo.

I

\
N

|
N
no

|
]
no

I
~/
B

_ 2
Note que g =Z ) . O limite nao

N

1
P Z — —
z |z|2 |z|2 |Z|2
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24.

25.

26.

27.

28.

existe porque 5] ¢ um numero complexo unitario qualquer que seja

NN

z € C—- {0}, e fazendo z = x € R* tender a 0, obtemos = — 1,
enquanto que fazendo z = x € R~ tender a 0, obtemos g — —1.

Calcule a derivada das funcoes

(1 _ A52\3. _z-1 1
(@ f(z) = (1 —4z°)°; (b)f(Z)—22+1, 2#2.
Solucdo.
, _12z+1)-(z-1)2 _ 3
(b) f'(2) = (2z+1)2 T 2z+12

Mostre que as funcoes f(z) = Re(z), g(z) = Im(z) e h(z) = Znao sao
derivaveis em complexo algum. Além disso, m(z) = |z| é derivavel
apenas em zy = 0.

Solucdo.

Calcular as derivadas parciais das partes real e imaginaria das fun-
coes e verificar as equacoes de Cauchy-Riemann.

Escreva as equacoes de Cauchy-Riemann em coordenadas polares.
Solucdo.

Sendo 1 (r,0) = u(rcosO,rsenf) e v(r,0) = v(rcosO,rsenb),
fazendo uso da regra da cadeia temos que as equacOes de Cauchy-
Riemann se escrevem:

ou __ov
00 or
ov _ o
00 or’

Seja f(z) = Inr +i0 = u + iv, com v = |z|. Mostre que u e v
satisfazem as equacoes de Cauchy-Riemann em coordenadas polares.
Solucdo.

u(r,0) =Inrev(r,0) =0, logo:

1
ruyzr;zlzvg e -1V, =0 = Up.
Mostre que a parte real e a parte imaginaria da funcao f(z) = (x —

Y)? + 2i(x +v), z = x + iy, satisfazem as equacoes de Cauchy-
Riemann somente sobre a curva x — y = 1. A funcao f ¢ analitica?

J. Delgado GMA - IME UFF
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29.

30.

31.

32.

Solucgdo.

Uy = 2(x —¥), vy = 2eu, = -2(x —y), —vx = —2. Portanto,
as equacoOes de Cauchy-Riemann sao satisfeitas se e s se, x — y = 1.
Como as derivadas parciais de u e v sdo C!, f é derivavel ao longo
dareta x — y = 1. Como f nao é derivavel em nenhum ponto de um
conjunto aberto que contém a reta, f nao ¢é analitica.

Se 3x2%y — 3 é a parte real de uma funcdo analitica f(z), determine
a parte imaginaria.

Solucdo.

Seja u(x,y) = 3x%y — 3. Note que uy = 6xy e u, = 3x% — 3y2.
Procuramos por uma funcao harmonica v (x, ) que junto com u(x, y)
satisfaca as equacoes de Cauchy-Riemann. Isto é, procuramos v (x, y)
tal que:

Vy = Uy =0xYy (1)

Uy = —U,=-3x°+3y°. (2)
Integrando (1) em relacao a y temos
v(x,y) =3xy* + K(x). (3)
Derivando (3) com respeito a x e usando (2), temos K'(x) = —3x2.

Logo podemos tomar K(x) = —x3 e, portanto v (x, y) = 3xy? — x3.

Prove que x7y? ndo pode ser parte real de uma funcao analitica.
Solucdo.
A funcdo nao é harmonica.

f(z) =2xy + i(x? — y?) é analitica?
Solucgado.
Nao, pois as equacoes de Cauchy-Riemann nao sao satisfeitas.

Se f(z) = i i; determine f’(z) e diga onde f é analitica.
Solucdo.

. o Lo 2
f(z) é analiticaem C — {1} e f'(2) = -2

J. Delgado GMA - IME UFF
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33.

34.

35.

36.

Prove que a funcao u(x,y) = e *(xseny — ycosy) é uma funcao
harmonica e determine a sua conjugada harmonica v (x, y) de modo
que f(z) =u(x,y) +iv(x,y), z = x + iy, seja analitica.

Solucdo.

v(x,y)=eX(xcosy+yseny).

Verifique que as partes real e imaginaria de f(z) = ze ¢ satisfazem
as equacoes de Cauchy-Riemann.
Solucdo.
Como
u(x,y) =eX(xcosy —yseny) e vix,y)=eX(xseny + ycosy),
temos:
Ux(x,y) = e *((1-x)cosy —yseny) = v,
—Uy(x,y) = e ((x—-1)seny +ycosy) = Ux.

Mostre que a funcdo f(z) = x?> +iy3, z = x + iy, ndo ¢é analitica em
ponto algum.

Solucgdo.

As equacoes de Cauchy-Riemann sao satisfeitas somente ao longo da
parabola x = 3y? e v(x,y) = y3 é harmonica somente ao longo da
retalmz = 0.

Determine quais das funcoes u(x, y) dadas abaixo sdao harmonicas.
Para as u(x,y) harmonicas ache a conjugada harmonica v(x,y) e
expresse u + iv como funcao analitica de z.

(@) 3x2y +2x% —y3 -2vy?;

(b) 2xy + 3xy? - 2y3;

(c) xe*cosy — yeXseny;

(d) e™*Y sen(x? — y?).

Solucdo.

(b) e (d) ndo sao harmonicas.

(a) € harmonica e v (x,y) = 4xy + 3xy? — x3.
(c) € harmonicae v(x,y) =e *(ycosy + xseny).
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